Megoldasok

Arany Janos Tehetséggondozo Program matematikaversenye 2019.

9. elokészito éviolyam

Egy futballmérkozésen 2019 nézo volt. A hazai csapat szurkoldi kétszer annyian
voltak, mint a vendégcsapat szurkolo6i. A hazai csapat szurkoloi kozott 500-zal tobb
férfi volt, mint n6. Hany ndi szurkoloja volt a mérkozésen a hazai csapatnak?

(A fiatal kortakat is a férfiak, ill. n6k kéz¢é szamoltuk.)

A vendégcsapatnak 2019/3=673. a hazai csapatnak 2-673=1346 szurkolgja volt. 4 p.

Ha a haza csapatnak »n n6i szurkoloja volt, akkor a férfi szurkolok szama n+500. Ezért
n+n+ 500 =1346

2n = 846
n=423
Tehat 423 n6i szurkoloja volt a mérkdzésen a hazai csapatnak. 6 p.

Ell.:
673 vendégszurkold, 423 hazai n6i szurkold. 923 hazai férfi szurkold 6sszesen 2019 6. 2 p.
Ossz.: 12pont

Egy egyenlé szaru haromszog egyik szoge négyszerese a haromszog egy masik
szogének. Mekkorak ezek a szogek?

Legyenek a haromszog szogei o, a, 180°—2a. 2p.-

Ha az alapon fekvo sz0g a nagyobb, akkor o = 4(180°-2a.). Ebbdl a= 80°.
A haromszog szogei 80°, 80°, 20°. 5p

Ha a szarak altal bezart sz0g a nagyobb, akkor 4o = 180°-2a.. Ebbdl o= 30°.
A haromszog szogei 30°, 30°, 120°. 5p.
Ossz.: 12 pont

Az A, O, J, N, S betiik mindegyikének egyszeri felhasznalasaval hany otbetiis sz6
képezhetd? Ha ezeket a szavakat ABC sorrendbe irjuk, akkor hanyadik helyen all a
JANOS sz6? Valaszaidat indokold! (A képzett szavaknak nem kell értelmesnek lenni.)

Az elsé helyre irhatok 5 betiit, a masodikra 4-et. Ez eddig 5-4=20 lehetdség, a harmadik
helyre 3-at, a negyedikre 2-t és az 0todik helyre a megmaradt 1 betiit. Ez 0sszesen
5-4-3-2-1=120 lehetdség, tehat 120 Gtbetiis sz6 képezheto. 4 p.

Az ABC sorrendbe szedett 120 sz egy 6tode, azaz 24 sz6 kezdddik A-val. A kovetkezd

24 576 J-vel kezdédik. Ezek koziil az elsé a JANOS szo6. Tehat az Gsszes sz6 kozott ez a

25-6dik. 8 p.
Ossz.: 12 pont



A kovetkezo két (feladatnal nem kériink indoklast, csak a valaszokat kell megadni.

4.

5.

Hany olyan egész szam van,

a) amelynek az abszolit értéke kisebb 10-nél, 19..... 1 p.
b) amelynek az abszolit értéke kisebb n-nél, ha n pozitiv egész szam, ..2n-1... 5 p.
¢) amely 1 és 100 kozé esik és oszthato 3-mal,. W33.. 1p.
d) amely 1 és 100 kozé esik és oszthato 7-tel, weldo.. 2 p.
e) amely 1 és 100 kozé esik és oszthaté 3-mal vagy 7-tel? .43.... Sp.

Ossz.: 14 pont
Egy zsakban 11 piros, 8 fehér és 6 fekete golyé van. Hiny golyot kell becsukott

szemmel kivenni, hogy a Kkivettek kozott biztosan legyen

a) fehér vagy fekete, 12 1p.
b) fehér és fekete, 20 2p
c) 4 fehér és 5 fekete. 24 2 p.
d) 5 fehér és 4 fekete. 23 2p.
¢) tobb fehér, mint fekete, 24 2 p.
) harom azonos szinii, 7 2 p.

g) n azonos szini (n 1-nél nagyobb és 7-nel kisebb pozitiv egész.) 3n-2 Sp.
Ossz.: 16 pont

Andras és Béla ujsagot arultak. Hétfon Béla 25 %-kal tobb ujsagot adott el, mint
Andras. Kedden Andras ugyanannyi ujsagot adott el, mint hétfon, de ez most is
kevesebb volt, mint amennyit Béla adott el, pontosan 20 %-kal volt kevesebb.
Hétfon vagy kedden adott el tobb ujsagot Béla?

Legyen Andras ill. Béla altal a két napon eladott Gjsagok szdma ay, a,, ill. by, by. 2 p.

Ha Andras hétfon a, Gjsagot adott el, akkor Béla 25 %-kal tobbet: b;=1,25a; Gjsagot. 4 p.
Andrés kedden is a; ujsagot adott el, és ez a Béla altal eladott ijsagok 80 %-a volt, tehat

b2 0,8 =da, ebbbl b2 =

a‘g =1,25q,, ezért by = b,. 8 oR

Tehat Béla hétfon és kedden ugyanannyi ujsagot adott el. 2p.
Ossz.: 16 pont

7. Egy O kozépponti 6 cm sugart korhoz az O
ponttol 10 cm-re levé P pontbol huzott két érinté az A
és B pontokban érinti a kort. Mekkorak a PA és PB
érintoszakaszok? Mekkora az QOAPB négyszog
teriilete? Mekkora az AB szakasz? Mekkora
részekre osztja az AB szakasz az OP szakaszt

Az ¢érintd merdleges az érintési pontba huzott sugarra,
ezért az AOP haromszdgre felirhatjuk Pitagorasz tételét.

OA*+AP?=OP? = AP=8 cm. BP=AP, ezért BP=8 cm. 5 p.
Az OAPB négyszog két derékszogii haromszogbél all, ezért teriilete T=6 cm - 8 cm =48 cm®>. 4 p.

Az OAPB négyszog deltoid, ezért a tertiletét igy is megkaphatjuk: T=

OP-AB ppphsl AB=9,6 cm.

(Masképp: Ha OC=x, CP=10-x AC=y, akkor az x*+*=6%, (10-x)*+y*=64 egyenletekbdl y=4,8) 6 p.
OACA~OAPA, mert megegyeznek a 90°-os €s az a szogben. Ezért OC:0OA=0A:0OP, OC:6=6:10
= 0C=3,6 cm, CP=6,4 cm. (Vagy fenti egyenletekb6l x=3,6) 3p.

Ossz.: 18 pont
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9. évfolyam
1. A 2019. év elso futballmérkozésérol az egyik ujsag azt irta, hogy 2019-nél tobb nézo

volt. Egy masik ujsag szerint 2021-nél tobb nézo volt. Hany nézé lehetett ezen a
mérkozésen, ha két ajsag koziil csak az egyiknek volt igaza.

Ha 2019, vagy kevesebb néz6 volt, akkor egyik ujsagnak sem lett volna igaza. 3p.
Ha 2020 vagy 2021 néz6 volt, akkor az elsd 0jsag igazat irt, a masik nem. 4 p.
Ha 2022, vagy tobb néz6 volt, akkor mindkét ujsagnak igaza lett volna. 3p.
Tehat 2020 vagy 2021 nézd lehetett a mérkdzésen. 2p.

Ossz.: 12 pont

2. Oldjuk meg az alabbi egyenletet, és ellenorizziik a kapott gyokot!
3x—2(4—x) =§+10

3x—8+2x=§+10 5p.

5x=21+18

2
10x =x+36
9x = 36
x=4 5p.
3.4-2(4-4)=2 410

g S AT H =S4 2p.

12=12 )
Ossz.: 12 pont

3. a) Egy varosban a munkanélkiiliek szama 20%-kal csokkent, igy jelenleg 600-an
vannak. Hiny munkanélkiili volt eredetileg?

A 600 {6 az eredeti 1étszam 80 %-a . 2p.
Ekkor az eredeti létszam 10 % -a 600/8=75. 2 p.
fgy az eredeti létszam 750 £6. 2p.

b) Egy masik varosban egy év alatt 20 %-kal nott, majd a kovetkezé évben 20%-kal
csokkent a munkanélkiiliek szama. Hogyan viszonyul ekkor a munkanélkiiliek
szama a két évvel korabbihoz? Egyenlé azzal, vagy tobb, esetleg kevesebb? Ha tobb
vagy kevesebb, akkor hany szazalékkal tobb vagy kevesebb?

Ha a munkanélkiiliek eredeti szdma n, akkor egy év mulva 20 %-kal tobb, azaz 1,2n . 2 p.
Ujabb egy év mulva ennél 20 %-kal kevesebb, azaz ennek a 80 %-a: 0,8-1,2:1n=0,96n.3 p.

Tehat a két év utan a munkanélkiiliek szama 4 %-kal kevesebb, mint eredetileg volt 2 p.
Ossz.: 13 pont



4. Egy 8 cm oldalu négyzet oldalait négy egyenlo részre
osztottuk, és az osztopontok koziil harmat az abra
+ szerint oOsszekotottiink. Mekkora a keletkezett belsé
haromszog teriilete?

i , A négyzet teriilete 8 -8 = 64 cm” 2p.

T, T,=(26)/2=6cm’ 2 p.

1 T T,=(46)/2=12 cm’ 2p.

I\ ¢ T, | T;=(2-8)/2=8cm’ 2p.

Ts=(2-8) =16 cm’ 2 p.

1+ T + t=64 cm®- 6 cm® - 12 cm*- 8 cm? -16 cm? =22 cm”® 3p.
. T; (T5+T4 trapézként is szamolhato.)

PV

Ossz.: 13 pont

Hany olyan primszam van, amelynek nincs 6-tal oszthat6 szomszédja?
A 2-nek és 3-nak nincs 6-tal oszthatd szomszédja. 2 p.

Legyen most a p 3-nal nagyobb primszam. ekkor szomszédjai p-1 és p+1 parosak. 3 p.
p-1, p, pt1 harom szomszédos szam, koziiliik egyik oszthatd 3-mal, de ez nem lehetap. 3 p.

Ezért p-1 és, p+1 koziil az egyik oszthaté 3-mal, mivel mindegyik paros, ezért a 3-mal
oszthatd, 6-tal is oszthatd. Eszerint a 3-nal nagyobb primek valamelyik szomszédja
oszthato 6-tal. 3p.

Tehat két olyan prim van, a 2 és a 3, amelyeknek nincs 6-tal oszthaté szomszédja. 2 p.
Ossz.: 13 pont

Az ABC egyenl6 szaru haromszog alapja AB. Az A csicsbdl indulé f, szogfelezo és
m, magassag 15°-os szoget zar be egymassal. Mekkorak a haromszog szogei?

Legyen az alapon fekvé szog o. 1 p.
I. Ha m, van kozelebb az alaphoz és DAE <« = 15°, akkor
/2 — (90°-a) = 15°, 3p.

Ebbdl a= 70°, a haromszog szdgei 70°, 70°,40°. 3 p.

Valdban a/2= 35°, 90°-a= 20°, f,és m, 15°-0s szoget zar
be egymassal. 2 p.

II. Haf, van kozelebb az alaphoz és

DAE <« =15°, akkor 90°-a0 — /2 = 15°, 3p.
Ebbdl o= 50°, a haromszog szdgei 50°, 50°, 80°.
3p.
Valoban a/2= 25°, 90°-a= 40°, f, és m, 15°-o0s
B szoget zar be egymassal. 2 p.

Ossz.: 17 pont



7. Van tetszolegesen sok L alakd idomunk, amelyek négy db 1x1-es
négyzetbdl allnak. Lefedheté-e egyrétiien, hézagmentesen ilyen L alaku
idomokkal egy

a) 4x 4 es négyzet, b) 5x 5-0s négyzet,

¢) 7 x 4-es téglalap, d) 8 x 3-as téglalap?

(Az L alakot lehet forgatni, tiikrozni)

a) Egy 2 x 4 —est lehet, és két ilyen ad egy 4 x 4-est. 4p.

b) 5 x 5 6st nem lehet, mert a mez6k szama nem oszthat6 4-gyel 2 p.

¢) 7 x 4-est nem lehet.

Szinezzilk savosan, ekkor az L idomokat
barhogy tessziikk fel, paratlan szdmu vilagos
mez06t fednek le.

7 L idom kellene a lefedéshez, de ezek egyiitt
paratlan szdmu vildgos mezdt fednének le, tehat

nem fedhetik le a 16 vilagos mezot. 8 p.
p—
d) 8 x 3-ast lehet. 6 p.
— Ossz.: 20 pont
Megjegyzés:

Megmutathatd, hogy egy a és b oldalakkal rendelkezd téglalap akkor és csak akkor
fedhetd le, ha a>1, b>1 és 8 | ab.
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10. évfolyam

1. Egy téglalapban két oldal hosszanak kiilonbsége 2 cm, a téglalap teriilete 48 cm’.
Mekkora a téglalap keriilete és atloja?

Legyenek a téglalap oldalai x és x+2. Ekkor a teriilete x(x+2) = 48. 3p.
Az x* +2x =48 egyenlet pozitiv megoldasa x=6. 3p
Tehat a téglalap oldalai 6 cm €s 8 cm, keriilete 28 cm. 2p.
Atléja \/(6 cm)2 +(8 cm)2 =10cm. 3p.

Ossz.: 11 pont

2. Ha a p és pt+2 szamok mindegyike prim, akkor ikerprimeknek nevezziik oOket.
Mutassuk meg, hogy a négynél nagyobb ikerprimek kozotti szam oszthato 6-tal.

Ha p és p+2 is 4-nél nagyobb primek, akkor mindegyik paratlan, ezért a koztik levo p+1

szam paros. 3p.
p, pt1 és p+2 harom szomszédos szam, ezért valamelyik oszthatd 3-mal. 3p.
Mivel p és p+2 4-nél nagyobb primek, ezért ezek nem oszthatok 3-mal,

tehat p+1 oszthatd 3-mal. 3p.
Ha p+1 péros €s oszthaté 3-mal, akkor 6-tal is oszthato. 2p.

Ossz.: 11 pont

3. Hozd egyszeriibb alakra, majd szamologép hasznalata nélkiil allitsd novekvo
sorrendbe az x, y 7 szamokat!

x=%, y=8—\/§—\/ﬁ, z:[1—21+2\/§]-[%—2x/§]-

25 (1)) (-]

x= = = =4-4343=7-43 4p.
243 (2443):(2-43)  4-3

y=8-3-27=8-3-3/3=8-43 2p.

ZZ[%+2\/§]- %—2\6]:%—11\5+7\B—12=7%—4\E. 4 p.

Lathato, hogy 7 < 7% <8, ezért, x <z <y. 3p

Ossz.: 13 pont

4. Az ABC derékszogi haromszog AC és BC befogoja S cm, ill. 12 cm hosszu. D és E az
AC és BC befogok pontjai ugy, hogy AD:DC=BE:EC=1:2. Mekkora a DE szakasz és
mekkora az ABED négyszog teriilete?

AB= \/(5 crn)2 +(12 crn)2 =13 cm. 2p.
Az ABC haromszdg teriilete T=(5 cm-12 cm)/2=30 cm™ 2 p.
AD:DC=BE:EC=1:2 miatt CDEA~ABCA, és a hasonlosag
aranya k=2/3. 3p.

A s Ezért DE=2/3-AB=26/3 cm. 2p.

A CDEA teriilete tcppa=k>-T = 4/9 - 30 cm?, )
és tappe =5/9 -T = 5/9 - 30 cm” = 50/3 cm”. 5p. Ossz.: 14 pont

C




B

Masodik megoldas a teriilet kiszamitasara:

Az ABC haromszdgben 2T=13 cm'm. =5 cm -12 cm, = m. = 60/13 cm. 4p.

AD:DC=BE:EC=1:2 miatt DE||AB, ezért ABED trapéz, és magassaga m=m./3 =20/13 cm.
[13 cm+§ cm]-zocm

gy tappe- (AB+2DE)~m: 32 13 :? e’ 5p.

5. Egy kalapban 2019 cédula van, az 1, 2, 3, ... 2019 szamokkal. Hanyat kell
kihuznunk, hogy biztosan legyen koztiik két olyan szam, amelyek dsszege oszthato
5-tel?

Ha kihtzunk egy (5a, 5b) alaku szampart, ahol a#b, vagy egy (5k+1, Sn+4) alakl, vagy egy
(5k+2, 5n+3) alaka part, ahol k=n is lehet, akkor ezek Osszege oszthat6 lenne S-tel. 4p.

Ha a legtobb szdmot akarjuk kihuzni ugy, hogy ezt elkeriiljiik, akkor kihtizhatunk egy 5-tel
oszthato szamot, a masik két parbol pedig az egyik-egyik fajtdbol az Gsszest. 4p.

Mivel mind a 4 tipusbol 404 db van, ezért mindegy hogy melyiket valasztjuk a parokbol, pl.
404 db 5k+1 alakut, és 404 db 5k+2 alakut. E kozott a 809 szam kozott még nincs olyan par,
amelyek 0sszege 5-tel oszthato. 4 p.

Ha 810 szdmot htizunk ki, akkor mar biztosan lesz két olyan, amelyek 6sszege oszthato 5-tel. 2p.
Ossz.: 14 pont

6. Milyen p esetén lesz az x° — px +3p —8 = 0 egyenletnek
a) két kiilonb6zo valos gyoke,
b) két kiilonbo6z6 pozitiv gyoke,
¢) egy 5-nél kisebb és egy 5-nél nagyobb gyoke?

a) Két kiilonbdzd valos gydk van, ha D = p* - 4(3p-8) >0 ebbdl p<4 vagy p >8. 4p.
b) Két kiilonbozo pozitiv gydk akkor €s csak akkor van,
ha D >0 azaz p<4 vagy p>8, x1+x, =p >0, x| "x, =3p -8 >0 azaz p > §/3. 5p.
Mindharom feltétel teljesiil ha 8/3<p<4 vagy p >8. 3p.

¢) Az f(x) =x"-px+3p-8 fiiggvény ,.egyenes allasu”, ezért egy 5-nél kisebb és egy 5-nél
nagyobb gyok akkor és csak akkor van, ha f(5) <0,
25-5p +3p- 8<0, azaz p >8,5. 5p.
Ossz.: 17 pont

7. Az ABC haromszog belsejében levo P ponton at az
abra szerint parhuzamosokat hiizunk az oldalakkal.
G A4, BB, C/C
Igazoljuk, ho L2z 2y 1
A SHAONLLABY “pe T ac T B

2

P 5 Jeloljiik x, y, z-vel az ACy, C,A; és A,C szakaszokat! 5 p.
1 2

Az AA A, és ABC haromszogek hasonlosaga miatt
X v z A1A; /BC = (xty) / (xty+z)

A

G A C
Az AC,PB; és A,CB,P paralelogrammakban B;P =x ¢&s
PB,=z, ezért B|B,/AC=(x+z)/(x+y+z).
Az CC,C, és ABC haromszogek hasonlosaga miatt C,C, /AB = (z+y) / (x+y+z) 10 p.
A harom egyenldséget Osszeadva az allitast kapjuk. 5p.
Ossz.: 20 pont
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11. évfolyam

1. Hany olyan haromjegyii szam van, amely tartalmaz 3-as szamjegyet?
Az Osszes haromjegyll szamban az egyesek, tizesek, szazasok helyére rendre 10, 10 és 9
jegyet irhatunk, ezért 10 -10 -9 = 900 haromjegyii szadm van. 3p.
A héarmast nem tartalmazo haromjegyti szdmokban az egyesek, tizesek, szazasok helyére
rendre 9, 9 és 8 jegyet irhatunk, ezért 9 -9 -8 = 648 hadrmast nem tartalmaz6 haromjegyii
szam van. 5p.
A harmast tartalmaz6 haromjegyli szamok szama 900 -648 = 252. 2p.

Ossz.: 10 pont
Masodik megoldas:

3AB alakt haromjegyti szam 1-10 -10= 100 db van. (A ¢és B lehet egyforma is, €s 3 is.)
A3B alaku haromjegy(i szam 9 -1 - 10=90 db van.
AB3 alakt haromjegyti szam 9 -10 - 1 =90 db van. 3p.

Vannak olyan szdmok, amiket tobbszor is szadmoltunk, ezeket el kell venniink:

33A alakt haromjegyii szam 10 db van.

3A3 alaki haromjegyli szam 10 db van.

A33 alaku haromjegyli szdm 9 db van. 3p.

A 333 szamot haromszor beszamoltuk és haromszor elvettiik, tehat ezt még hozza kell venni. 1 p.

fgy 6sszesen 100+90+90-10-10-9+1= 252 3-as szamjegyet tartalmazé haromjegyti szam van. 3 p.

2.

Ossz.: 10 pont

Oldd meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan!

6 3 2
> T - =1
4x —1 2x+1 2x-—1
Szorozzunk be 4x*-1-gyel, kizarva az x=0,5 és x= -0,5 gyokoket! 2p.
6 +3(2x -1) -2(2x+1) = 4x*-1 2p.
6+6x-3-4x-2=4x"-1
0=4x” -2x -2
0=2x"—x-1
Ebb61X1= 1, XZ=-0,5. 3 p.
X, nem megoldas, 1 p.
x1-et behelyesitve. lathatjuk, hogy jo megoldas. 2p.

Ossz.: 11 pont



3.

Az ABCD paralelogrammaban AB=8 cm, BC=5 cm, CAB<x=30°. Mekkorak a

paralelogramma szogei, és mekkora a paralelogramma teriilete?

C Legyen ACB<=a, ekkor az ABC haromszogre

o . , sinaw &
felirhatjuk a sinus-tételt: =—

sin30° 5
Ebbdl sin o = 0,8. 3p.

Ennek két olyan megoldasa van, amelyek egy

haromszog szogei lehetnek: a; = 53,13° és 0,=126,87°. 2 p.
a; =53,13° esetén DAB<=BCD <= 83,13° és ABC<=ADC<x= 96,87°.
A paralelogramma teriilete: T=5 cm-8 cm'sin 86,87°=39,71 cm’. 4 p.
D C o, = 126,87° esetén DAB<=BCD<= 156,87°
o 5 ¢s ABC<=ADC<=23,13°.
0° A paralelogramma teriilete:
A 8 B T=5 cm-8 cm-sin 23,13°=15,71 cm’ 4p.

Ossz.: 13 pont

(Aki csak egy megoldast talal, az max. 8 pontot kaphat.)

4.

Szamologép és kozelité értékek hasznalata nélkiil hatarozd meg a kovetkezé

kifejezések pontos értékét!

1 5
a= cos’ 15° - sin” 15°, b=1log;\/2 ‘log, V3, c=9 g3

B3

a=cos’ 15° - sin® 15° = cos (2-15°) = cos 30° = BN 3p.
log,2 1 11 1

b= logsv2 ‘log, /3 = =2¥2 . _jog,3=—.—=—. 5p.

& & log,3 2 27 272 4 P

1 5 og;~/5 2 2
c=90g3\/—=(32)1g 5:(3log3\/§) :(\/g) :5 5p

Ossz.: 13 pont

5. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan!

2x? +4x—vx*+2x+8 =12

Adjunk az egyenlet mindkét oldalahoz 16-ot:

2x* +4x+16—+x* +2x+8 =28 3p.
ekkor y =+/x? +2x+8 helyettesitéssel: a kovetkezé masodfoku egyenletet kapjuk:
2y -y =28 4p.
Ennek megoldasai: yj=4 és yp=-3.,5. 2p.

Az utébbi nem lehet, hiszen y nem negativ, mivel x egy kifejezésének a négyzetgyoke.
Tehat y=4. Ekkor x-re a kovetkezd egyenletet kapjuk:

4=+x>+2x+8
Négyzetre emelve és megoldva két megoldas adodik: x;=2 és x,= -4. 4 p.

Mivel nem csak ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért a kapott gyokoket ellendrizni
kell. Mindkét gyok kielégiti az egyenletet, igy két megoldas van. ) 2p.
(Csak akkor jar a pont, ha elvégzi az ellendrzést.) Ossz.: 15 pont



6. Egy derékszogii trapéz egyik alapja 5 cm, a masik alap és a derékszogi szar
osszege 10 cm. Mekkora lehet a trapéz teriiletének legnagyobb értéke?
Mekkora lehet a trapéz Keriiletének legkisebb értéke?

D X C Abra 4 p.
(x> 5 is lehet, ezért vagy két abra esetén, vagy
10-x b TB=|x-5 , €s x ill.10-x jelolése esetén jar a 4 pont.)
Aterﬁ]ettzw 1p.
A s T I5x] B szamtani mértani kozép Osszefiiggés szerint:
5-x 2
t: (5+x);10—x) S%.[S—i—x—;lO—x] _25 o, .
Egyenloség akkor és csak akkor allhat, ha 5+x =10-x, azaz ha x = 2,5 cm. 2 p.
Masképp: ¢ = —lx2 +§x+25 1 x—é 2 +§ maximuma x = — cm-nél ——— cm”. (6 p.)
27 2 o200 2) 8 2 g
A keriilet akkor a legnagyobb, ha b ill. vele egyiitt b” a legnagyobb. 2p.
b*= (10-x)* +(5-x)* = 2(x -7.5)* +12,5 3p.
tehat a kertilet x=7,5 cm-nél a legkisebb k=15+./12,5 =18,54 cm 2p.

18 pont

7. Egy téglalap oldalainak mértékszamai 5-nél nagyobb természetes szamok. A teriilet
és a keriilet mértékszamainak osszege 2019. Mekkorak a téglalap oldalai?

Legyenek az oldalak & és n. Ekkor a feltételek szerint:

kn +2k+2n =2019 /+4 5p
kn +2k+2n+4 = 2023
(k+2)(n+2) =7-17> 6 p.
k+2 és n+2 7-nél nagyobb egészek, ezért (k+2)(n+2) csak gy lehet 7-17% ha
k+2=17 és n+2 =119, vagy n+2=17 és k+2 =119. 5p.
Mindkét esetben a téglalap oldalai 15 és 117 egység. 2 p.

Valoban ekkor a keriilet 2(15+117)=264, a teriilet 15-117=1755, ezek 6sszege 2019. 2 p.
Ossz.: 20 pont

Masodik megoldas a kn +2k+2n = 2019 egyenlet megoldéasara
2019—2n  2023—-2n—4 2023 5

k(n+2) =2019-2n, ebbdl k = = 5p.
n+2 n+2 n+2
k csak ugy lehet természetes szam, ha n+2 2023-nak pozitiv osztoja.
2023 pozitiv oszt6i, azaz n+2 lehet: 1, 7, 17, 119, 289, 2023.
Ekkorn -1, 5, 15, 117, 287, 2021.
Ezekhez tartozé k 2021, 287, 117, 15 5, -1

A feladat feltételeinek csak a (15, 117) ill. (117, 15) par felel meg. 6 p.
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12. évfolyam

Amikor még volt a forintnak valtopénze, (1 Ft = 100 fillér,) akkor egy lovas a lovat
ugy hirdette eladasra, hogy csak a patkoszegekért kell fizetni. Az elsé szegért 1
fillért, a masodikért 2 fillért, és igy tovabb, minden kovetkezdért kétszer annyit,
mint az el6zoért, és tudjuk, hogy minden patkohoz 6 szeg tartozik

Melyik a tobb, az utolsé szeg ara, vagy az elotte levo 3 szeg egyiittes ara?
100 Ft-ra kerekitve add meg, hogy mennyit kellett volna fizetni a l6ért?

Az n-edik szegért 2" fillért kell fizetni. 24 szeg van, ezért az utolsé szeg 2> fillérbe

keriil. 3p.
Az elbtte levé harom szeg ara 220 +2% +222 =220(1+2+4) =7-2% fillér.
Mivel 2%= 8:2%, ezért az utolsé szog ara tobb mint az el6z8 haromé egyiitt. 4p.

(Ez a 5 pont akkor is jar, ha konkrétan kiszdmolja az érékeket.)

A 16 ara 142+4+. . +2% fillér = 2**-1 fillér = 16 777 215 fillér = 167 772,15 Ft,
szaz Ft-ra kerekitve 167 800 Ft. 4 p.
Ossz.: 11 pont

Egy négyzet alapu egyenes hasab (négyzetes oszlop) egy oldallapjanak atloja 10
egyseég, a testatloja 136 egység. Mekkora a hasab térfogata?

Abra 3p.
Az é4bra szerinti haromszogekben:
a*+b*=100
2a°+b=136. 3 p.
Ebbél a*= 36, b=S8. 3 p.
V=a’b=288. 3p.
Ossz.: 12 pont

Az 1, 2, 4, 5, 9 szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasaval képezziik az
osszes lehetséges otjegyii szamot, majd ezek koziil véletlenszeriien valasszunk ki egyet.
a) Mennyi a valosziniisége, hogy a valasztott szam oszthaté 12-vel?

b) Mutassuk meg, hogy a képzett szamok egyike sem négyzetszam.

a). 12-vel akkor és csak akkor oszthat6 egy szam, ha oszthaté 3-mal és 4-gyel.
A szanjegyek Osszege 21, ezért az 0sszes szam oszthatd 3-mal. 2p.

4-gyel akkor és csak akkor oszthato egy szam, ha az utolsé két jegybdl 4ll6 szam oszthatd
4-gyel. A fenti szdmjegyekbdl képezhetd kétjegyli szamok koziil a 12, 52, 92 és a 24
oszthat6 4-gyel. 2p.

Mindegyik el¢ a megmaradt 3 szambol hatféleképp irhatunk jegyeket, ezért 4-6=24 12-
vel oszthat6 szam lesz. 2p.

Osszesen 5!=120 szam képezhetd.
fgy annak a valésziniisége, hogy a valasztott szam oszthatd 12-vel: p=£ =

1
—. 2p.
120 5 P



b) Ha egy négyzetszam oszthaté egy p primszammal, akkor oszthaté p*-tel is. 2p.

A szanjegyek Osszege 21, ezért az Osszes szam oszthatd 3-mal, de egy sem oszthatd
9-cel, ezért képzett szamok kozott nincs négyzetszam. 4 p.
Ossz.: 14 pont

Bizonyitsuk be, hogy ha egy szimmetrikus trapézban a szar az alapok szamtani
kozepe, akkor a magassag az alapok mértani kozepe!

C

, o 1 . a—c
Az 4bra derékszdgili haromszdgére m =, |h* — ( j

2
-\ b
m A feltétel szerintb = aTJrc. Ezt beirva:
a+c) (a-c¢\°
@ m:\/( 5 j —( 5 j =ac Ossz.: 14 pont

a) Mennyi 2* + 2™ értéke, ha x olyan valos szam, amelyre 4* + 4™=23.

b) Hatarozzuk meg Ig x - 1g y értékét, ha x és y olyan pozitiv szamok, amelyekre
20x2 - p2 + 8xy=0!

a) Legyen a=2"+27, ekkor a® =(2"+27)* = 4" +4™ +2- 2* 2% =23+2 =25. 4p.
Mivel 2% és 2™ minden x-re pozitiv, ezért a is pozitiv, tehat a= 5. 2p.

(Aki megoldja a 4" + 47=23 egyenletet, és a kapott kozelitd értékekkel szamolja ki 2" +27
értékét, az max 4 pontot kaphat.)

b) Mivel x, y >0, igy g x - g y mindig értelmezve van.

Tudjuk, hogy 1gx—1gy =12, igy X értékét kell meghatarozni. 2p.
y Y
Mivel y > 0, igy a feltételi egyenletet eloszthatjuk y2-tel:
2
205 +8%-1=0 2p.
y y
Ez *-ra masodfoku egyenlet, amelynek két gyoke X _— 1 illetve = = _1 Mivel x, y
y y 10 y 2

pozitiv szamok, igy csak az eldbbi lehet.

Ekkor pedig 1gx_1gy:1g1:1g%=—1 4p.
Y

Ossz.: 14 pont



6. Koordinata-rendszerben adottak az A(2;2) és B(9;9) pontok. Irjuk fel annak a
kornek az egyenletét, amely illeszkedik az A és B pontokra és érinti az x tengelyt!

y Els6 megoldas: (Paraméteres megoldas)
Legyen a keresett kor kozéppontja O(u; v)
Mivel ,.feliilrél” érinti az x tengelyt, ezért
e a kor sugara v, egyenlete (x-u)+(y-v)*=)".
5p.
Q1 ky O illeszkedik AB felezé merdlegesére, f-re:
A x [ x+y=11, igy u+v=11, ebbdl u=11-v.
4p.
k4 A(2;2) illeszkedik a kdrre: (2-u)*+H(2-v)*=v".

N

P E, X u-tbeirva (2-(11-v))+(2-v)’=*. 4p.

Ebbo6l vy =5 és v,=17. Ezekhez 11=6, u,=-6.
Két kor kapunk, amelyek egyenlete (x-6)* +(y-5)*=25 és (x+6)” +(y-17)*=289. 4p.
Ossz.: 17 pont

Masodik megoldas (A4 szerkesztés menetét kévetve)

Az AB egyenes a P(0;0) pontban metszi az x tengelyt A P pontbol a korhoz hizott
érintészakasz mértani kdozepe a pontbdl hiizott szelo két darabjanak PA-nak és PB-nek:

PE = VPA-PB =242 -9V2 =6. 8 p.

Az el6z6 megoldasnal adodott, hogy két megoldas lesz, itt tudnunk kell elére, hogy két
megoldas lesz, ezért P-bol mindkét irdnyba fel kell mérniink az x tengelyre a PE=6
hosszusagl szakaszt, igy kapjuk a két érintési pontot: E(6;0) és E»(-6;0). 4 p.

A két kozéppont masodik koordinatait itt /- x+y=11 egyenletbdl kaphatjuk v; =5 és v,=17.
Két kor egyenlete most is (x-6)* +(7-5)"=25 és (x+6)* +(y-17)*=289. 5p.
Ossz.: 17 pont

Harmadik megoldas (mértani helyekkel)

Az A(2;2) pontra illeszkedd és x tengelyt érinté korok kozéppontjai egyenld tavolsagra
vannak A-t6l és az x tengelytdl, ezért ezek mértani helye az A fokusz, x tengely

vezéregyenesll parabola, amelynek egyenlete y = %(x —2)* +1. 6 p.
Ugyanigy a B(9;9) pontra illeszked6 és x tengelyt érint6 korok kdzéppontjainak mértani helye
az y = %(x—%2 +4,5 parabola. 4 p.
A két parabola metszéspontjai lesznek a keresett kozéppontok O;(6;5) és O(-6;17).

Két kor egyenlete most is (x-6)> +(y-5)*=25 &s (x+6)* +(y-17)*=289. 7p.
Ossz.: 17 pont



Irjuk fel a paratlan pozitiv egész szamokat a kovetkez6 haromszog alaku tiblizatba
ugy, hogy minden sorban eggyel tobb szam szerepeljen, mint az el6z6ben!
1,
3,5,
7, 9, 11,
13,15,17,, 19,
21, 23, 25, 27, 29,

a) Ha folytatjuk a tablazatot, akkor milyen szam all a 30-adik sor elején?
b) Mennyi a szamok osszege a 30. sorban?
¢) Hanyadik sorban, és hanyadik helyen szerepel a 2019?

a) Vizsgaljuk eldszor az elsé 29 sort. Ezekben rendre 1, 2, 3, ... 28, 29 pératlan szam
szerepel. tehat a 29-edik sor végén az (1+2+3+...+28+29)-edik paratlan szdm szerepel.

3p.
1+2+...+28+29 2% =435. Tehat a 29-edik sor végén a 435-6dik, a 30-adik sor
elején a 436-odik paratlan szam szerepel.
Az n-edik partalan szdm a 2n-1, tehat a 436-odik partalan szam a 2-436-1=871.
Ezért a 30-adik sor elején a 871 All. 3p.
b) A 30 sor szamai: 871, 871+2, 871+2-2, ..., 871+29-2, azaz 871, 873, ..., 929.
14929)-
Ezek 6sszege 871 + 873 + ...+ 929 = (87 +z 9):30 =27 000 =(30°). 4 p.
—1)(1 —1 -
b) Az elsO n-1 sorban 1+2+...+n-1 = (n )( ;(n )) e szerepel, tehat az

2

n —n 2

n —n

n-edik sor elején az

+1]-edik paratlan szam, azaz 2~[ —i—l] —1=n*—n+1

szerepel.
Az a kérdés, hogy melyik a legnagyobb olyan n, amelyre még n>-n+1 < 2019?

Néhany probalgatas, vagy az egyenlétlenség megoldasa utan lathato, hogy a legnagyobb
ilyen n*-n+1 alaka szam a 45°-45+1=1981.

Tehat a 45-0dik sor elején az 1981 all. Innen még (2019-1981)/2= 19 1épéssel jutunk el a
2019-hez. Tehat a 2019 a 45-6dik sor 20-adik helyén all. 8p.
Ossz.: 18 pont

(Aki bebizonyitja, hogy az n-edik sorban a szamok osszege

(n* —n+1)+(n* —n+3)+..4+(n* +n—1)= [(nz_n+l)+2(n2+n_l)}.n =’

az, kapjon +4 pontot. aki csak megallapitja, de nem bizonyitja, kapjon +2 pontot.)






