Arany Janos Tehetséggondozo Program matematikaversenye 2021.
Megoldasok

9. elokészito évfolyam

1. Egy kétjegyii szam jegyeinek osszege 11. A szam hattal nagyobb masodik jegyének
négyszeresénél. Melyik ez a szam?

Legyen a kétjegyli szdm ab =10a + b . Ekkor 10a+b=4b+6, < 10a=3b+6. 4p.
10a =3b+6 ,
egyenletrendszer megoldasa a= 3, b=8. 4p..
a+b=11
Tehat a kétjegyli szdm 38 1 p.
Ell.: Valoban 38 =4-8+6, ¢s ajegyek Osszegeis 11. 2p.

Az egyenletrendszer megoldasa helyett:
10a=3bh+6 jobb oldalanak is oszthatonak kell lenni 10-zel, ezért b olyan szamjegy,
amelyre 3b 4-re végzodik. 3p.

Ez csak b =8 esetén teljesiil. Ekkor a keresett szam 38. 2p.
Ossz.: 10 pont

(Ha végig megnézi a lehetséges masodik jegyeket 0-tol 9-ig, és indokolja, hogy miért csak a 8 a
megfeleld, akkor is teljes pontszamot kaphat.)

2. Az ABC egyenl6 szaru haromszog alapja AB, Az A cstcsbol huzott magassag o és 2.
nagysagu részekre osztja az A csucsnal levo
szoget. Mekkorak a haromszog szogei?

Ha o van az alapon, akkor

o+p =90° és = 3a.

Ebbdl o =22,5°, B=67,5°, a haromszog szogei:
67,5°, 67,5°, 45°.

7p.
Ha 2a van az alapon, akkor 2o+ = 90° és = 3a.
Ebbdl o =18°, B=54°, a hdromszog szogei: 54°, 54°, 72°. 5p.
Ossz.: 12 pont

3. Joska édesapja jutalmat kapott. 1/3 részét félretette nyaralasra, 1/4 részét takarékba
tette, 1/5 részén konyvet vett. Ezutan maradt még 26 000 Ft-ja. Mennyi jutalmat
kapott?

I. megoldas

Szamoljunk a fizetés 60-ad részeiben. 2p.
Félretett 20/60, takarékba 15/60, és konyvre kiadott 12/60 részt. 3p.
Tehat megmaradt [60-(20+15+12)] / 60 = 13/60 rész. 3p.

Ha ez 26 000 Ft, akkor az 1/60 rész 2000 Ft, tehat a teljes jutalom 120 000 Ft. 4p.

Ell.:
Valdban, ha ebbdl elkoltstt 40 000 + 30 000 + 24 000 forintot, akkor 26 000 Ft marad. 2 p.
Ossz.: 14 pont



I1. megoldas
Ha a jutalom x, akkor
x—(fﬂﬂj:%ooo /60 6p.
3 45
60x —( 20x +15x +12x) = 1 560 000
13 x =1 560 000

x =120 000 5p.

Tehat a jutalom 120 000 Ft. 1 p.

Valoban, 120 000 Ft. —(40 000 Ft + 30 000 Ft + 24 000 Ft) =26 000 Ft 2p.

4. Hany négyjegyi szamot készithetiink az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek felhasznalasaval, ha a
felirt szamokban nem lehet két azonos szamjegy? Hany lesz ezek koziil 12-vel
oszthato?

Az egyes helyekre rendre 5, 4, 3, 2 szamjegyet valaszthatunk, azaz 6sszesen 5-4-3-2=120
négyjegyll szamot készithetiink. 4 p.

Ezek koziil egy szam akkor és csak akkor lesz 12-vel oszthatd, ha oszthat6é 3-mal és 4-
gyel, azaz ha a jegyek 0sszege oszthato 3-mal és a két utolso jegybdl allé szam oszthato 4-

Csak az 1, 2, 4, 5 jegyeket tartalmazo6 négyjegyli szamok esetén lesz a jegyek dsszege 3-mal
oszthato. Ez 0sszesen 4-3-2-1=24 szam. 3p.

Az 1,2, 4,5 jegyekbdl harom olyan kétjegyli szam képezhetd, amelyik oszthato 4-gyel:

12, 24, 52. Mindegyiknél az eldtte allo jegyeket 2-1=2 féleképp valaszthatjuk, tehat

3-2 = 6 szadm lesz 12-vel oszthato. 4p.
Ossz.: 14 pont

5. Egy szamitogép kinyomtatta sorban a pozitiv egész szamokat 1-t6l 2021-ig Hany
szamjegyet nyomtatott a gép? Milyen szamjegy all a 2021. helyen?

Egyjegyli szam van 1-t6] 9-ig 9, ez Osszesen 9 szdmjegy 1 p.
Kétjegyli szam van 10-t61 99-ig 90, ez 6sszesen 180 szamjegy lp
Héromjegyli szam van 100-t6l 999-ig 900, ez 6sszesen 2700 szamjegy 1 p.
Négyjegyli szam van 1000-t6] 2021-ig 1022 ez dsszesen 4088 szamjegy 2p.
Tehat 2021-1g 6sszesen 9+180+2700+4088=6977 szamjegyet nyomtattunk. 3p.

A 2021. szamjegy lathatoan a haromjegyti szamok kozott a 2021-180-9=1832-edik. 3 p.

1832 =610-3 +2, tehat a 2021-adik szdmjegy a 611-edik haromjegyli szam masodik
szamjegye. 3p

A 611-edik haromjegyli szdm a 710, tehat a 2021-adiknak nyomtatott szamjegy 1. 2 p.
Ossz.: 16 pont



Egy dobozban piros és kék golyok vannak. Ha a dobozban egy piros golyoval kevesebb
lenne, a golyok hetedrésze lenne piros. Ha két kék golyot egy pirosra cserélnénk,
akkor a golyok 6todrésze lenne piros. Hany kék és piros golyo van a dobozban?

piros: kék: Osszes Osszefliggés:

Most p k ptk

L. eset p-1 k p-1+k p—lzp%l—'—k 3p.
II. eset ptl k-2 pr1+k-2 p+l= pr1tk=2 3p.
Beszorzas utan: 7p-7=p-1+k ill. 5p+5 = p+k-1.

Ezekbdl: 6p-6 =k, ill. 4p+6 =k. 4p.
6p-6 =4p+6 = p=16, k=30. 3p.
Tehat 6 piros és 30 kék golyo van a dobozban. 2p.
Ell: 5 piros valéban a 35 golyo hetede, és 7 piros valoban a 35 goly6 6tdde. 2p.

Ossz.: 17 pont

Hany fokos szoget zar be az ora Kis- és nagymutatdja 4 6ra 10 perckor? Ez utan az
idopont utan mennyi idovel fogja el6szor egymast fedni a kis- és nagymutato

4 6rakor a két mutatd 120°-os szdget zar be. 1 p.

1 perc alatt a nagymutat6 6°-ot halad, 10 perc alatt 60°-ot. 2p.
1 perc alatt a kismutat6 0,5°-ot halad, 10 perc alatt 5°-ot. 2p.
Ezért 4 6ra 10 perckor 120°-60°+5°= 65°-0s szOget zar be egymaéssal. 2 p.
x perc alatt a nagymutat6 6x fokot halad, a kismutatd % fokot. 3p.
Akkor fedik,egymast el6szor a mutatdk ha 6x - % = 65. 3p.
Ebbdl x= 130 _ 112 ~ 11,82 perc. 3p.

11 11

Tehat 1 11% ~ 11,82 perc mulva fogj fedni egymast a két mutato. Ip

Ossz.: 17 pont



9. évfolyam

1. Dontsd el, hogy igazak-e a kovetkezo allitasok.
[a | b jeloli, hogy a osztéja b-nek, (a;b) pedig a és b legnagyobb kozos osztéjat jeloli. |

a) TIgaz-e, hogy ha4|n és 10|n, akkor 40| n ? NEM
b). Igaz-e, hogy ha 4 | nés 9 | n, akkor 36 | n? IGEN
¢) Igaz-e, hogy ha 4 |m és 10 | n, akkor 40 | mn? IGEN
d) Tgaz-e,hogy haalcés blc, akkor (a;b)|c ! IGEN
e) Igaz-e, hogy ha k | a,ésn | b akkor kn | ab! IGEN
) Igaz-e, hogy ha k | a,ésn | a akkor kn | a? NEM

Minden j6 vélasz 2 p. rossz valasz 0 p.
Ossz.: 12 pont

2. Az ABC egyenl6 szari haromszogben AC=BC.
C Az abra szerint beirtuk egy belso és két kiils6 szogét.

3 Mekkora az o szog?
AC=BC, ezért BAC<=a 2p.
oN6B 3B a haromszog kiils6 szoge, ezért egyenld a nem

A B mellette levd belsd szogek osszegével: 3B =2a. 3 p.
A B csucsnal levo belso és kiilso szog Osszege 180°, azaz o + 6 = 180° 2p.
A 3B =2a, at6p =180° egyenletrendszer megoldasa a=36°, p=24°. 3p.
Tehat az o szog 36°. 1 p.
Ell: 36° kiils6 szoge 144° = 6-24°, ACB<=108°, kiils6 szoge 72° =3-24°. 2 p.

Ossz.: 13 pont

3. Gondoltam egy szamot. Elvettem beléle 20-at, a kiilonbséget elosztottam 4-gyel, a
hanyadoshoz hozzaadtam 30-at, az 0sszeget megszoroztam kettovel, és igy 100-at
kaptam. Melyik szamra gondoltam?

1. megoldas

Erdemes visszafelé haladni. 1 p.
Az utolsé szam 100. 2 p.
A kettovel szorzas elétt volt 50. 2p.
A 30 hozzaadésa el6tt volt 20. 2p.
A néggyel osztas elott volt 80. 2p.
A husz kivonasa eldtt volt 100. 2p.
Tehat 100-ra gondoltam. 1 p.
Valoban: [@ + 30) -2=100 2p.

(Vajon 100 helyett mas gondolt szamnal is ugyanahhoz jutunk vissza?)
Ossz.: 14 pont



2. megoldas

Ha a gondolt szdm x, akkor

[x_420+30j-2=1oo 6p
*=20 30 =50
x—20 50
4
x—20=80
x = 100. 6p.
Ellendrzés: 2p.

Ossz.: 14 pont

Oldd meg a kovetkezo egyenletet, ill. egyenlotlenséget a valos szamok
halmazan. Az egyenlet megoldasat ellendrizd.

a) (3x-5)(3x +5) - 3x+2)* + 6(2x +5) =2x -5 b) 3(0,5x—1)— %x >4
a) (3x -5)(3x +5) - 3x +2)* + 6(2x +5) =2x -5
9x* 25 -9x* -12x — 4 +12x +30=2x—5 3p.
6=2x
x=3 3p.
Ell. 41411 +6°11 = 6-5
1=1 1 p.
5x
b) 3(0,5x—1)—7>4 /-2
3(x-2) -5x >8 2p.
3x -6 -5x >8 2p.
2x> 14 1p.
x<-7 2 p.

Ossz.: 14 pont

Hatarozzuk meg a 22 X24Y hatjegyili szamban az X és Y szamjegyeket, ha a hatjegyii
szam oszthato 72-vel.

72=8 -9, (8:9)=1, ezért 72 |n < 8|nés9|n. 4p.

Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 8-cal, ha az utolsé harom jegyébdl allé szam
oszthat6 8-cal.
8|24y =Y =0vagy Y =8. 3 p.

Egy szam akkor €s csak akkor oszthatd 9-cel, ha jegyeinek 6sszege oszthato 9-cel. 2 p.

9| 22X240 haX =8. 1 p.
9] 22.X248 ha X =0, vagy X =9. 2 p.
Tehat harom megfeleld 72-vel oszthat6é szam van: 228240, 220248, 229248. 1 p.

Ossz.: 14 pont



Tavaly havonta 70 000 Ft-ot koltottiink élelmiszerre és haztartasi energiara. Az idén az
élelmiszerek ara atlagosan 12 %-Kkal, az energia ara 8 %-kal nott, igy ezekre dsszesen
havonta 77 600 Ft-ot koltiink. Mennyi ebbdl tavaly és idén az ¢élelmiszer ara?

Legyen az ¢lelmiszerre tavaly koltott 6sszeg x, az energiara koltott 70 000 -x. 3p.
Ekkor az idén ezek értéke 1,12x és 1,08(70 000-x) 3p
1,12x + 1,08(70 000-x) = 77600 3p.
0,04 x +75600 = 77600
0,04 x =2000
x=50 000 4 p.

Tehat tavaly 50 000 Ft-ot, az idén 1,12 - 50 000 = 56 000 Ft-ot koltottiink élelmiszerre. 2 p.
Ossz.: 15 pont

Az 1,2,3,4,7 szamjegyekbol hany haromjegyii szam képezhet6, ha azokban minden
jegy kiilonboz6? Mennyi ezeknek a haromjegyu szamoknak az osszege? Az 1,2,3,4,7
szamjegyekbol hany olyan négyjegyii szam képezheté, amelyben paros és paratlan
szamjegy is van, ha egy jegy tobbszor is szerepelhet?

Az egyes helyiértékekre rendre 5, 4, 3 szdmjegy valaszthato, tehat 5-4-3=60 haromjegyii

szam képezheto. 4p.
123
124
+743
?
Minden helyiértéken mindegyik szamjegy ugyanannyiszor, 12-szer szerepel, tehat az egy
oszlopban levé szamok 6sszege 12-(1+2+3+4+7) = 204. 3p
fgy a 60 haromjegyii szam osszege (100+10+1)-204 =22644 3p.
A négyjegyl, csak paros szamjegyeket tartalmazo6 szamok szama 2-2-2-2=16. 2p
A csak paratlan szamjegyeket tartalmazé szamok szama 3-3-3-3=81. 2p.
Az Osszes képezhetd négyjegyli szamok szdma 5-5-5-5 =625 2p.

Tehat a paros és partalan jegyeket is tartalmazo6 négyjegyli szamok szama
625 —-16 - 81 =528. 2p.
Ossz.: 18 pont
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10. évfolyam

1. Egy kereskedd nyar végén 12%-kal leszallitotta a strandpapucsok arat. Miutan igy
sem vitte 6ket senki, tovabbi 10%-kal csokkentette az arat. Semmi. Végso
kétségbeesésében még 50%-o0s engedményt adott az arbol. A papucsokat vitték, mint a
cukrot, mégpedig 2376 Ft-os aron. Mennyibe Keriilt eredetileg egy par papucs?

Ha az eredeti ar x Ft volt, akkor a learazasok utan sorban

0,88x, 0,9-0,88x,=0,792x, 0,5-0,9-0,88x =0,396x. 6 p.
Ez utdbbi 0,396x=2376, ebbdl x = 6000. 3p.
Tehat a papucs eredeti ara 6000 Ft volt. 1 p.

Ell.: A 6000 Ft-os eredeti arbol az egyes ledrazasok utan rendre az ar
6000 Ft-0,88=5280 Ft, 5280 Ft-0,9 =4752 Ft, 4752 Ft-0,5=2376Ft. 2p.

Ossz.: 12 pont

Masodik megoldas:
Ha az utolso, 50 %-os learazas utan az ar 2376 Ft lett, akkor el6tte
2:2376 Ft = 4752 Ft volt. 3p.

A masodik, 10 %-os learazas utdn 4752 Ft volt az ar, akkor ez a megel6zonek

4752 FL 1 60= 5280 Ft volt. 5p.

90 %-a, tehat az el6zo6 ar

Az elso, 12 %-os learazas utan 5280 Ft volt az ar, akkor ez az eredetinek

280 Ft 100=6000 Ft volt. 5p.

88 %-a, tehat az eredeti ar

Ossz.: 12 pont
(Itt az ellendrzés a végzett 1épések ismétlése lenne, ezért nem varjuk el. )

2. Az ABC derékszogi haromszog két befogoja BC=6 cm és AC=8 cm. Milyen
hosszusagu az atfogohoz tartozo CD magassag és a CF stilyvonal? Mekkora a DFC
haromszog teriilete?

5 Az AB étfogd ¢ = /(6 cm)’ + (8 cm)> =10cm. 2p.
D : 10 cm-
6 . A héromszog teriilete 7 = bcm-8cm _ 10 em-m, , ebbdl
C c 2
m.=4,8 cm. 5p.
FC a haromszog koré irt kor sugara, ezért FC=FA=FB=5 cm.
C 8 cm A 2 p.
DF = /(5 cm)* — (4,8 cm)* =14 cm. 2p.
DF - :
Tyos = 2mc _ 1,4 cm24,8 cm —3.36 cm?. 2p.

Ossz.: 13 pont
Masodik megoldas m . kiszamitasra.
BDCA ~ABCA, mert megegyeznek két szogben (90° és [3).

Ezértm.:6cm=8cm: 10 cm. = m~=4,8 cm 5p.



3. Hatarozzuk meg azokat a legnagyobb &, [, m kitevoket, amelyre a kovetkezo tort
értéke egész!

(e 30!
3k . 51 . 7m
Az a kérdés, hogy az 1:2-3-...-29-30 szorzat torzstényezds felbontasaban hany 3-as, 5-0s,
¢s 7-es szerepel. 3p.

A hetesek szamat a legkdnnyebb megmondani, 30-ig négy 7-tel oszthatd szam van,
mindegyik primtényezdi kozott egy 7-es van, tehat m =4 az a legnagyobb kitevd, amelyre
a tort még egész lehet. 3p.

A hat 5-tel oszthaté szamban viszont mar nem hat 5-0s tényez0 szerepel, mert a 25

felbontasaban két 5-6s tényez0 van, igy /=7. 3p.

A tiz harommal oszthatd szam ko6ziil a 9-ben és a 18-ban két harmas, a 27-ben harom 3-as
primtényezd van. Ezért 30!-ban 6sszesen 14 harmas tényez0 van, ezért k =14. 4 p.
Ossz.: 13 pont

4. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan!

4 10 1
2 + - =2
O9x"—4 3x+2 3x-2
Ertelmezési tartomany: R/ {2/3, -2/3} 2p.
(3x+2)(3x-2)=9x-4 —gyel szorozva mindkét oldalt:  (*)
4+ 10(3x-2) — (3x+2) = 18x>-8 3 p.
27x -18 = 18x"-8
0=18x*-27x +10 3 p.
Ennek megoldasai x, :% és x, :2. 3p.
A masodikra az eredeti egyenlet nincs értelmezve, ezért hamis gyok. 1 p.
A (*) Iépés kivételével a tobbi ekvivalens atalakitas volt, az x, gyok nem esik egybe a (*)-nal tett
kikotéssel, ezért jo gyok. A hibatlan indoklas: 2p.

(Az els6 2 pont + az utolsod 1+2 p. jar akkor is, ha nem tesz kikotést, de a behelyettesitéseket
elvégzi.) )
Ossz.: 14 pont

5. Hozd egyszeriibb alakra, majd allitsd novekvo sorrendbe a kovetkezo kifejezéseket.

xzz_ﬁ,yz7—2\/§—\/ﬁazz N S
Va+3 V5444 Vo5 T Va8+47 49 +48

1

243
2
23243
x= = —4-434+3=7-43 4p.
2443 4-3 ’
y=7-23-V27=7-23-33=7-53 4 p.

1 1 1 1 1
RN RN N RN N N I rr R N i
VA3 5d o5 NETT B 5p.
4-3 ' 5-4  6-5 48—47 ' 4948
3B NE NG5 4. T T D BB G=T 3
A fentiekbdl mar lathato, hogy y <x<z. 2p. O.: 15 pont




6. Az AB =1 dm atfogoju, ABC egyenlo szaru
derékszogu. haromszogbe irjunk az abra szerint ADEF
derékszogi. trapézt.

Ha a DB szakasz hossza x, akkor milyen hosszuak a
trapéz oldalai?

£ D B Milyen x esetén lesz a trapéz teriilete maximalis?

Legyen BD=x. DBE<=DEB<=45°, ezért DE=x 2p.

Ekkor AD= 1-x és mivel AG=x, ezért FE=GD=1-2x 2 p.

AF= /2 'x. 1p.

A trapéz teriilete ¢ = U=x +21 —20)x = %(2 —3x)-x 3p.

Alakitsuk at ezt ugy, hogy a valtozot tartalmaz6 tényezdk osszege allando legyen és

alkalmazzuk a mértani és a szamtani koz€p 0sszefiiggését.
2

——Xx+x
=l 3= 2 i x| 1 4p.
2 23 2 2 6
Ebbdl lathato, hogy a trapéz teriilete nem lehet nagyobb, mint % dm’. 1 p.
Ennyi akkor és csak akkor lehet, ha a szdmtani kozép 0sszefiiggésében szerepld tényezdk
egyenlok: %— X=x,= x=% dm. 2 p.
e e . 1 .2 , 1

A maximalis teriiletl trapéz alapjai 3 dm és 3 dm, magassaga 3 dm. I p.

Ossz.: 16 pont

Misodik megoldas a teriilet maximumanak meghatarozasara

t= %(2 —3x)- x, ez x-nek mésodfoku fiiggvénye, amelynek zérushelyei x;=0 és x2=§ .

Beszorzas utan lathatd, hogy x” egyiitthatoja negativ, ezért a két zérushely szamtani kdzepénél,

1 . 1
x= g dm-nél maximuma van. ty,= g dm?. 8 p.
Harmadik megoldas a terlilet maximumanak meghatarozasara

2 2

1 3 3 2 3 1 1 3 1 1
t=—Q2-3x)x=—-x"+x=—=|x—Zx|=—Z|[x—=| —=|=—=|x—=| +—

2 2 2 3 2 3 9 2 3 6
Ebbdl 1athato, hogy a trapéz teriiletének x= % dm-nél van maximuma, €s ty= % dm’. 8 p.



«E 7. Az ABCD trapéz szarainak egyenesei E-ben metszik

[N egymast. Az abran AB=5 cm, CD=3 cm, BC=2,8 cm .
LN, Mekkora az EC szakasz?
\
," . Az ABE haromszog teriilete T, mekkora a CDE
,,‘ 3em \\' c haromszog és az ABCD trapéz teriilete?
D
2,8 cm Mekkora annak az abran berajzolt, alapokkal
P Q parhuzamos PQ szakasznak a hossza, amelyet az atlok
/ ¢ harom egyenlo részre osztanak?
A Scm B
Legyen EC=x, EDCA~EABA, mert parhuzamos helyzetiieck = XZ 2 :% =x=4,2 cm 3p.
xX+2,
Az EDCA és EABA hasonldsaganak aranya DC:AB = 3: 5, ezért a teriiletek aranya 9:25, tehat
9 16
t = —T, az ABCD trapéz teriilete — T . 3p.
EDCA 25 P 75 p
D 3 C Ha a PQ ||AB, és a PQ szakaszt az atlok harmadoljak, akkor
/ y y PHAA~ACDA = y : 3=AH:AC, 3p.
P Vﬁ 5 Q  CHQA~CABA = 2y:5=CH:CA. 3p.
A 5 B  Ezeket 6sszeadva y/3 +2y/5 =1.
Ebbdl y=15/11 cm, PQ=45/11 cm. 3p.

(Az atlok metszéspontja felett is van egy megfeleld szakasz,
amely hasonldan szamolhatd. Hossza 45/13 cm.)

Ossz.: 17 pont
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11. évfolyam

Egy tarsasagban 12 hazaspar jott 6ssze. Mindenki mindenkivel kezet fogott, kivéve a
sajat hazastarsaval. Hany kézfogas tortént?

Egy masik alkalommal kevesebb hazaspar jott el, most is ilyen médon torténtek a
kézfogasok, de az utolsonak érkezo Kovacs hazaspar mar csak a hazigazda
hazasparral fogott kezet. igy ez alkalommal csak 116 kézfogas tortént. Hany hazaspar
volt ezen az estélyen?

2n-(2n—2
Ha n hézaspar volt az estélyen, akkor a kézfogasok szama 2n-(2n=2) =2n"-2n. 3p.
12 hazasparnal ez 2-12%-2-12= 264 kézfogas. 2p.
Ha Kovacsék megérkezése elétt & hazaspar volt jelen, akkor az & kézfogasaik szama 24*-2k.
Kovacsék és a hazigazdak kézfogasainak szama 4, ezért 2k*-2k.+4 =116. 4 p.
Ennek pozitiv megoldasa k= 8. 2 p.
Tehat Kovacsékkal egyiitt 9 hazaspar volt az estélyen. 1 p.

Ossz.: 12 pont

Az ABC haromszogben AC=2, BC=+/12 . A veliik szemkézti szogek aranya 1 : 2.
Mekkorak a haromszog szogei?

sin23 J12

frjuk fel a haromszogre a szinusz-tételt. — — 3p.
sin3 2
_51?262@ o 2SIHQ'COSB:2J§ & cosB:—3 ) 6 p.
sin3 2 sinf3 2 2
Egy haromszdgben csak f= 30° az egyetlen megfeleld szog. 2p.
A haromszdg szogei a=2 = 60°, B=30°, y=90°. 2 p.

Ossz.: 13 pont

Milyen p esetén lesz valés megoldasa az x’ +(2p -I)x + p° + 2 =0 egyenletnek?
Milyen p estén lesz az egyenlet egyik gyoke a masik gyok kétszerese?

Az egyenletnek akkor lesz megoldasa, ha diszkriminansa nem negativ.

(2p-1)*-4(p*+2) =0 2p.
4p*-4p+1-4p*-8>0
-4p>T7
7
< -
p= 4
Tehat p < —% esetén lesz valos megoldasa az egyenletnek. 3p.

Ha az egyenlet két gyoke x; €s x,, akkor a kdvetkezdknek kell teljestilni.
x +x, =1-2p, x1x2:p2+25 x, =2x,(%) < 3p.

&3 =1-2p, 2x' =p* +2 &

2
:>2~[%] =p’+2 & 2-8p+8p°=9p° +18 & 0=p*+8p+16 2p.



Ennek egy valds gyoke van p=-4, tehat p= -4 esetén lesz egyik gyok a masik kétszerese. 2 p.

Ell: Az x*-9x +18 =0 egyenletnek Két valds gyoke van x; =3 és x, =6, valoban az egyik a
masiknak kétszerese. 2p.
Ossz.: 14 pont

Ellendrzés helyett elegendd annak megallapitasa is, hogy -4 < —% ezért p= -4 estén valoban

két valos gyok van, ezért erre (*) feltételeknek teljesiilni kell.

a) Hany nullara végzoédik 30! ?

b) Hatarozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyekre n! pontosan 12
nullara végzodik?

¢) Hatarozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyekre n! pontosan 30
nullara végzodik?

a) 30'=1-2-3-...-30.
A szorzat k db 0-ra végzédik, ha oszthaté 10%-nal, de 10*"'-nel mar nem.
104=2%-5% ezért azt keressiik,hogy az 1-2-3- ...-30 szorzatban maximum
hany 2-es €s 5-0s tényez0 szerepel. 2p.

Nyilvéan 5-6sbdl szerepel kevesebb. Az 5, 10, 15, 20, 25 és 30 tényezdkben szerepel
az 5, de 25-ben kétszer, ezért 30!-ban 0sszesen 7 db 5-0s szerepel (€s ennél tobb 2-es,)
tehat 30! hét 0-ra végzodik. 2p.

b) Olyan n!-t keresiink, amelyben pontosan 12 db 5-6s tényez0 szerepel.

Az 5, 10, 15, ...50 szamok mindegyikében szerepel 5-0s tényezo, de a 25-ben és
az 50-ben két 5-0s tényezd van, ezért 50!-ban pontosan 12 5-0s tényezd, (és ennél tobb
2-es) szereppel tehat 50! pontosan 12 nullara végzddik. 3p.

Az 51!, 521, 53! és 54! szamokban még nem lesz Gjabb 5-0s tényezd, ezért ezek
is pontosan 12 nullara végzddnek. 2p.

¢ Az5,1015, ... 120, 6sszesen 24 db szamban szerepel 24 db 5-0s tényezd, a 25,
50, 75, 100 szdmokban még egy-egy 5-0s tényez0o, tehat a 120!, 121!, 122!,
123! és 124! szamok 28 db 0-ra végzddnek. 2p.

Mivel 125-ben harom 5-0s tényezd van ezért 125!-ban mar 31 5-6s tényezd

szerepel, ezért mar 31 nullara végzddik (és az utana kdvetkezo faktoridlis-
szamok is legalabb 31 nulldra végzddnek.) 2p.

Tehat nincs olyan n, hogy n! pontosa 30 nullara végzod;jon. 1 p.
Ossz.: 14 pont

Hatarozzuk meg a kovetkezo kifejezések minimumat, ha x, y pozitiv valos szamok.

@) ¥+ —2x—4y 46, b) 25+, ¢ 8+,
X X
a) Alakitsunk ki teljes négyzeteket.
¥4y —2x—4y+6=(x—17 —1+(y—2) —4+6=(x—1) +(y—2)* +1. 2p.
(x-1)? és (y-2)* nem negativ, igy az egész kifejezés minimuma 1, 1 p.

Ennyi akkor és csak akkor lehet, ha x=1 és y=2.
Ezek pozitiv valos szdmok, ezért megfelelnek a feltételnek. 1 p.



b) Szamtani és mértani kozép Osszefliggésének segitségével meghatarozhatjuk olyan osszeg
minimumat, amelyben a tagok szorzata allando.

a;rbzx/ﬁ = a+b>2Jab = 2x+252 8 g
X

X

Tehat 2x -|—§ nem lehet kisebb 8-ndl, ennyi akkor és csak akkor lehet ha 2x = §
X X

Ebbdl x=2 vagy x= -2, de a feladat szerint csak az x=2 jo. 5p.

¢) Ahhoz, hogy a tagok szorzata allando legyen, at kell alakitani a kifejezést:

LM23,3/abc = a+b+c>3Jabc =

:>8x2+ﬁ=8x2+2+2233/8x2-2-2=54 4 p.
x X x X X

Lathato, hogy 8x” + 34 nem lehet kisebb mint 54. 1p.
X
Ennyi akkor és csak akkor lehet, ha a szamtani és mértani kozép Osszefiiggésében szerepld
tagok egyenldk, azaz 8x° = 27 . Ebbdl x=% . 1 p.
X

Ossz.: 15 pont

6. Az ABC derékszogi haromszog AB atfogojat a D és E pontok harom egyenld részre

osztjak. Igazoljuk, hogy CD?+DE? +CE2=§ - AB?.

I. megoldas:

s Az AB atfogo6 F felzépontja ED-nek is felezpontja.
Tiikr6zziik a CDE haromszoget F-re, ekkor a CDC'E
paralelogrammat kapjuk, amelyben CC'=AB.  5p.

Ezen paralelogramma atloinak négyzetdsszege az oldalak
négyzetdsszegével egyenlo:

2CD* +2CE*=(1/3 - AB)* +AB%! /+ 2DE* 5 p.

C A 2CD? +2CE* +2DE *=(1/3 - AB)* +AB” +2DE?
2CD? +2CE* +2DE *=12/9 - AB? /:2
CD? +CE* + DE*=2/3 - AB? 5p.



I1. megoldas:
Alkalmazhatjuk a haromszdg stlyvonaléara vonatkozé 4s> = 2b” +2¢” — a’ 8sszefliggést az ACE
haromszog CD ill. a BCD haromszog CE sulyvonalara.

2 2
4CD* =2CA*> +2CE? —[%AB] , 4CE*>=2CB’ +2CD? —[%AB] . 6p.

Ezeket 6sszeadva, és 2-vel osztva, valamint felhasznalva, hogy CA*+CB’=AB’

és DE2=éAB2'

CD*+CE* =CA* +CB’ —%AB2

CD? +CE* = AB* —%ABZ /+DE?*

CD*+CE*+ DE* = SABZ + DE?

CD* +CE*+ DE* = %AB2

) 9p.
Ossz.: 15 pont

ITI. megoldas:
Helyezziik el a derékszogli haromszoget koordinata-rendszerben, pl. legyen A(3a;0),
B(0;3b) és C(0;0) ekkor D(2a;b) és E(a;2b). 6 p.

Ekkor CD?*= 4a° +b?, CE’ =a’ +4b* , DE? =a’ +b> és AB” = 9a’> +9b*.

fgy a bizonyitando egyenldség mindkét oldala 6a® +6b> . 9p.
Ossz.: 15 pont

7. A friss gomba 80%-a viz. A szaritott gombanak mar csak 30 %-a viz. Hany
szazalékkal csokken a gomba tomege a szaritas soran?

Ha a friss gomba tomege M, akkor ebbdl 0,8M a viz, 0,2M a szdraz anyag. 4p.
Legyen a szaritott gomba tomege m, ebbdl 0,3m a viz, 0,7m a szaraz anyag 5p
Széritasnal a szaraz anyag tdmege nem valtozik, tehat 0,7m =0,2M . 3p.

Ebbol m/M = 0,2 /0,7 =0,2857, tehat a szaritott gomba tomege az eredetinek 28,57 %-a,
azaz 71,43 %-kal csokkent a gomba tdmege a szaritasnal. 5p.
Ossz.: 17 pont

(Ha konkrét tomegekkel szamol, és nem indokolja meg, hogy ezt miért lehet, max. 13
pontot kaphat. )



