Vizsgadolgozat a 10. évfolyam matematikából emelt szintű csoportjai számára
2003. 

1.
Közelítő értékek használata nélkül állítsuk növekvő sorrendbe!
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2. 
Az ABC derékszögű háromszög AB átfogójához tartozó magasság egyenesét a befogók felező merőlegesei p és Q pontban metszik. Bizonyítsuk be, hogy a háromszög köré írt kör R sugara a CP és CQ szakaszok mértani közepe!

3.
Egy szabályos hatszög alapú gúla alapélei 5 cm, oldalélei 10 cm hosszúak. Mekkora a felszíne, térfogata, és a beírt gömb sugara?  

4.
Egy derékszögű trapéz egyik alapja 5 cm,  a másik alap és a derékszögű szár 
összege 10 cm. Mekkora lehet a trapéz területének legnagyobb értéke?


Mekkora lehet a trapéz kerületének legkisebb értéke?

5.
Határozzuk meg az n számot, ha tudjuk, hogy törzstényezős felbontásában nem szerepel más prímtényező, mint 2 és 3, és  n2-nek háromszor annyi osztója van mint n-nek!    

6.
A p paraméter mely értekei esetén lesz az x4+3x3+px2+3x+1=0 egyenletnek négy különböző valós gyöke?

7.
Igazolja háromszög területének meghatározására szolgáló következő összefüggéseket!
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Vizsgadolgozat a 10. évfolyam matematikából emelt szintű csoportjai számára
Megoldások      2003. 

1.
Közelítő értékek használata nélkül állítsuk növekvő sorrendbe!
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Ö.: 10 p.
2. 
Az ABC derékszögű háromszög AB átfogójához tartozó magasság egyenesét a befogók felező merőlegesei p és Q pontban metszik. Bizonyítsuk be, hogy a háromszög köré írt kör R sugara a CP és CQ szakaszok mértani közepe!
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Az (-val jelölt szögek egyenlők, mert 

páronként merőleges szárú szögek. 

Ezért az ABC, PEC, és QCD derék- 

szögű háromszögek hasonlók.                    5 p.
A megfelelő oldalak aránya egyenlő:
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Mivel E és D oldalfelező pont, ezért

BC=2CD, és AC=2EC.

Így CP = AB(EC /2CD és CQ =AB(CD /2EC.       5 p.
Ebből  CP(CQ = AB2 /4, és mivel derékszögű

 háromszögben AB=2R, ezért CP(CQ =R2.                4p. 

                                            Össz.: 14 pont 

3.
Egy szabályos hatszög alapú gúla alapélei 5 cm, oldalélei 10 cm hosszúak. Mekkora a felszíne, térfogata, és a beírt gömb sugara?  
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Az ADG háromszög szabályos, ezért GO =5 

 .
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A=T+6t= 64, 95 cm2 + 145,24 cm2 = 210,19 cm2
5 p.

r vagy a V=
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képletből, vagy a GHK  beírt körének sugaraként r=2,676 cm. 












  5 p.
Ö.: 15 p.

4.
Egy derékszögű trapéz egyik alapja 5 cm,  a másik alap és a derékszögű szár 
összege 10 cm. Mekkora lehet a trapéz területének legnagyobb értéke?


Mekkora lehet a trapéz kerületének legkisebb értéke? 
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Ha a másik alap x, akkor a derékszögű szár 10-x. 







2 p.
A  másik szár négyzete b2= (10-x)2 +(5-x 2







2 p.

A terület :  t= 0,5((5+x)(10-x)  

2 p
számtani mértani közép összefüggés szerint:
t( 0,5( (5+x +10-x)2/4 =15/8


3 p.
Egyenlőség akkor és csak akkor állhat, ha 5+x=10-x

azaz ha  x= 2,5 





1 p.
A kerület akkor a legnagyobb, ha b2 a legnagyobb.







2 p. 
b2= (10-x)2 +(5-x)2 = 2(x -7.5)2 +12,5 





 



2 p.
tehát a kerület x=7,5-nél a legkisebb k=15+5/

 (18,53






2 p.

















Ö.: 16 pont
5.
Határozzuk meg az n számot, ha tudjuk, hogy törzstényezős felbontásában nem szerepel más prímtényező, mint 2 és 3, és  n2-nek háromszor annyi osztója van mint n-nek!    


Ha n=2x3y, akkor (x+1)(y+1) osztója van.







 n2=22x32y-nak (2x+1)(2y+1) osztója.









4 p.


 A feltétel szerint:  3(x +1)(y +1)= (2x +1)(2y +1) 






3 p.




3xy +3x +3y +3 = 4xy   +2x + 2y  +1





3 = -x –y  +xy   +1






3 = (x -1)(y -1)











5 p.


3 pozitív osztói 1 és 3, ezért az egyenlet megoldásai  a (2;4) és (4;2) számpárok.


Ebből  n = 2234 =144   v. n = 2432 =  324 








4 p.

Ö.: 15 p.
6.
a) 
Oldjuk meg az x4+3x3+px2+3x+1=0 egyenletet p= 3,25 esetén!

b)
A p paraméter mely értekei esetén lesz az egyenletnek négy különböző valós gyöke? 

    
x2 -tel osztva és y = x +1/x -et helyettesítve az   y2 +3y+p-2 =0 egyenletet kapjuk.      4 p.
Ennek p = 3,25 esetén két gyöke van y = - 2,5 és y = -0,5. Csak az előbbihez tartozik x.

x = -2 és x = -0,5.  

 3 p.  

Mivel az x + 1/x = y egyenletnek csak y >2 esetén lesz két különböző x megoldása, ezért az f(y) = y2 +3y +p -2 =0 egyenletnek két, 2-nél nagyobb abszolút értékű gyöke kell hogy legyen. f  két gyökének összege –3, ezért két –2-nél kisebb, vagy két 2-nél nagyobb gyök nem lehet.  

5 p.
Így a fentiek szükséges és elegendő feltétele, hogy f(-2)< 0 és f(2)< 0.

Mindkét feltétel p < -8 esetén teljesül.                                                                             4 p.
Ö.: 16 p.

A bizonyítás 13 pont
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