             Próbaérettségi a 11. évfolyam számára      2011.         Emelt szint                
Név :………………….…………………………...             Osztály.: ………… 

I.

1.
Határozzuk meg számológép és függvénytáblázat használata nélkül a következő kifejezések értékét! 



a = sin 75((cos 75(,        
b = 
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2. 
a) 
Oldd meg a következő egyenletet a valós számok halmazán!    
x2 + |2x-2| -6 =0,  


        

       
    6 p.
b) 
Oldd meg a következő egyenletet a [-π; π] intervallumon!

                                             sin2 (2x-π/3) = ¾







      8 p.
c) Írd fel az a) és b) feladatban kapott összes jó gyököt növekvő sorrendben!  
Hány olyan sorrendet lehetne felírni, ahol a sor elején a negatív, a sor végén a pozitív gyökök vannak? 











6 p.
3. 
Oldd meg a következő egyenletet a valós számok halmazán!
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 12 p.
II.

A következő négy feladatból hármat kell megoldanod. Itt jelezd, melyiket hagyod ki!  …........

4. 
Egy szabályos hatszög alapú gúla alapélei 5 cm, oldalélei 10 cm hosszúságúak. 

Mekkora a gúla térfogata, a beírt és köré írt gömb sugara? Mekkora egy oldallapnak az alaplappal bezárt szöge?                                                              18 p.
5.  
Milyen p esetén lesz az 

 egyenletnek

    
a) 
két különböző valós gyöke, 


b) 
két különböző pozitív gyöke?


c)  
Milyen p esetén lesz   

11 ?                                                            18 p.

6. 
Egy háromszög alakú telek két oldala 120 m és 200 m. A velük szemközti szögek aránya 1:2. Mekkora a telek harmadik oldala és területe?  

A telken egy kör alakú tavat akarnak ásni. Legfeljebb hány százalékát foglalja el a telek területének a tó? Ennek értékét egy tizedesre kerekítve add meg!             18 p.

7.
A 3x+4y= 12 egyenessel párhuzamos egyenes a koordinátarendszer első negyedéből olyan derékszögű háromszöget vág le, amelynek területe 24 egység. Írjuk fel a háromszög köré írt kör egyenletét, és a háromszög legkisebb szögénél levő csúcsból induló súlyvonal, szögfelező és magasságvonal egyenletét!        18 p.

Megoldások 

I.  1.
Határozzuk meg számológép és függvénytáblázat használata nélkül a következő kifejezések értékét! 
   a = sin 75((cos 75(,      
b = 
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a = sin 75((cos 75( = ½· 2 sin75º·cos75º = ½· sin 150º = ¼. 






4 p.
b = 
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5 p.
c=
[image: image8.wmf]525

29

loglog

34

+

=
[image: image9.wmf]55

5555555

5

99

loglog

222923

44

logloglogloglogloglog10

3log25323432

+=+=+=+==

.    5 p.
2. 
a) 
Oldd meg a következő egyenletet a valós számok halmazán!    x2 + |2x-2| -6 =0,    b) 
Oldd meg a következő egyenletet a [-π; π] intervallumon!         sin2 (2x-π/3) = ¾
c) 
Írd fel az a) és b) feladatban kapott összes jó gyököt növekvő sorrendben!  

Hány olyan sorrendet lehetne felírni, ahol a sor elején a negatív, a sor végén a pozitív gyökök vannak?
a) 





           x2 + |2x-2| -6 =0
Ha x≥1 ,akkor  x2 + 2x-2 -6 =0



Ha x<1 ,akkor  x2 - 2x+2 -6 =0


2 p.



   x2 + 2x-8 =0






   x2 - 2x - 4 = 0

Ennek gyökei  x1= 2 és x2 = -4.



Ennek gyökei  x3= 1+ 
[image: image10.wmf]5

 és  x4 =1-
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2 p.
Csak x1 esik az adott intervallumba, 

Csak x4 esik az adott intervallumba, 
ez megoldása az egyenletnek. 



ez megoldása az egyenletnek. 



2 p.
b)  







sin2 (2x-π/3) = ¾               


sin (2x-π/3) =
[image: image12.wmf]3

/2                     vagy                       
sin (2x-π/3) = -
[image: image13.wmf]3
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2x-π/3= π/3 +2kπ vagy 2x-π/3= 2π/3 +2kπ     2x-π/3= 4π/3 +2kπ  vagy 2x-π/3= 5π/3 +2kπ  2 p.
   x= π/3 +kπ,                     x= π/2 +kπ,                x= 5π/6 +kπ,                 x= kπ,  k(Z.  Ebből a
[-π;π]-ben: -2π/3 és π/3       -π/2 és π/2              -π/6 és 5π/6                    -π,  0  és π.          4 p.
c)   -π < -2π/3 < -π/2 < 1-
[image: image14.wmf]5

< -π/6 < 0< π/3 < π/2  < 2 < 5π/6 < π    




4 p.
     5 negatív, 1 nulla és 5 pozitív gyök 5! · 1! · 5! = 14400 sorrendben írható fel.              2 p.
3.
Oldjuk meg a következő egyenletet a valós számok halmazán!
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 egyenlet megoldásai y=-2 és y=4.   6 p.
A 
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=-2 egyenletből  log2 x =1, ill. log2 x =2 , ezekből: x= 2, ill. x= 4.      
  2 p. 
A 
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= 4 egyenletből  log2 x =4, ill. log2 x =-1 , ezekből: x= 16, ill. x= 0,5.   2 p.
Minden lépés ekvivalens átalakítás volt, a kapott gyökök mind jók.

       


   2 p.
Ha t = log23 helyettesítéssel a t4-6t3+7t2 +6t -8 = 0 egyenletig jut   4 pontot kapjon.         
4.Egy szabályos hatszög alapú gúla alapélei 5 cm, oldalélei 10 cm hosszúságúak. 
Mekkora a gúla térfogata, a beírt és köré írt gömb sugara? Mekkora egy oldallapnak az alaplappal bezárt szöge? 
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A szabályos hatszög AD átlója az oldal kétszerese: 10 cm.      
Így az ADG háromszög szabályos, magassága: TG=
[image: image20.wmf]53

cm.  3 p
Egy 5 cm oldalú szabályos háromszög területe t1 =
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A gúla tréfogata: V = 
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3 p.
Az ADG háromszög köré írt kör sugara, egyben a gúla köré írt gömb sugara is:  R= 
[image: image23.wmf]2103
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≈ 5,774 cm.   


3 p.
Az oldallapnak az alaplappal bezárt szöge pl. a TQG ∢=α., amelyre 
[image: image24.wmf]53
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4 p.
A beírt gömb sugara a PQG háromszögbe írt kör sugarával egyenlő: r=OT=PT·tgα/2=2,676 cm.    5 p.
18 pont
5.  
Milyen p esetén lesz az 

 egyenletnek

    
a) 
két különböző valós gyöke, 


b) 
két különböző pozitív gyöke?


c)  
Milyen p esetén lesz   

11 ?

a)
Két különböző valós gyök van, ha D = p2 - 4(3p-8) >0   ebből  p<4 vagy p>8.

4 p.
b) 
Két különböző pozitív gyök van, 


ha D >0   azaz  p<4 vagy p>8,    x1+x2 =p >0,   
x1(x2 =3p-8 >0 azaz p> 8/3.    

Mindhárom feltétel teljesül, ha  8/3<p<4  vagy p>8.







7 p.
c)


(x1+x2)2 -2x1x2 =  p2 -2(3p-8) =11  ( p2 -6p +5 =0


Ebből p1= 1,  p2 = 5.














4 p.

Csak az első a jó megoldás, mert p=5 esetén nincs valós gyök..




3 p.
18 pont

6. 
Egy háromszög alakú telek két oldala 120 m és 200 m. A velük szemközti szögek aránya 1:2. Mekkora a telek harmadik oldala és területe?  
A telken egy kör alakú tavat akarnak ásni. Legfeljebb hány százalékát foglalja el a telek területének a tó? Ennek értékét egy tizedesre kerekítve add meg!

Sinus-tétel szerint: 
[image: image25.wmf]sin22005
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 ⇒ cos α = 5/6,







  3 p.

 ⇒α= 33,56º, 2α=67,11º,  γ=79,33º.  










  2 p.
c= 120 m · 
[image: image26.wmf]sin
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= 213,33 m.  












  2 p.


T=0,5· 200 m ·120 m · sin γ = 11792,5 m2                    






  3 p.                
A tó területe legfeljebb a beírt kör területével azonos. 






  2 p.
r = T/s = 11792,5 m2 /266,66 m = 44,22 m. tkör= r2π=6140 m2.  



  
   4 p.

Ez a háromszög területének 52,1 %-a.  








 2 p.  Ö.: 18 pont

7.
A 3x+4y= 12 egyenessel párhuzamos egyenes a koordinátarendszer első negyedéből olyan derékszögű háromszöget vág le, amelynek területe 24 egység. Írjuk fel a háromszög köré írt kör egyenletét, és a háromszög legkisebb szögénél levő csúcsból induló súlyvonal, szögfelező és magasságvonal egyenletét!
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I. megoldás a keresett háromszög meghatározására. 

A 3x+4y= 12 egyenessel párhuzamos összes egyenes egyenlete 3x+4y= c. 



 2 p.

Egy ilyen egyenes az A(c/3;0) és B(0; c/4) pontokban metsz a tengelyeket. 


 2 p.

Így a háromszög területe T= ½ · c/3 · c/4 = 24. Ebből c2=242 , mivel az első negyedben van a háromszög, ezért c=24, az átfogó egyenlete 3x+4y= 24, 







 2 p.

a csúcsok A(8;0), B(0;6), C(0;0). Az oldalak a= 6, b=8, c=10. 





 2 p.
A háromszög köré írt kör középpontja az átfogó F(4;3) felezőpontja, sugara az átfogó fele, így egyenlete:  (x-4)2 +y-3)2=25. 













2 p.
Az  A csúccsal szemben van a legrövidebb oldal. 
Ennek felezőpontja E(0;3), 
[image: image28.wmf]AE
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(-8;3) ⇒ sa: 3x +8y = 24.







2 p.
Az fα szögfelező a szemközti oldalt a mellette levő oldalak arányában a G(0; 8/3) pontban metszi. Így 
[image: image29.wmf]AG
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(-8; 8/3) ((-3;1)  ⇒ fα : x +3y = 8.    








4 p.
 Az A csúcsból húzott magasságvonal az x tengely, egyenlete y=0.    




2 p.
II. megoldás a keresett háromszög meghatározására. 

A 3x+4y= 12 egyenessel párhuzamos átfogó meredeksége y= -3/4. Messe a tengelyeket az A(b;0) és B(0;a) pontokban.  A háromszög területe T= ½ ab =24. a meredekségből -a/b =-¾.
Ezekből a=6,  b=8.  















8 p. 
III. megoldás a keresett háromszög meghatározására. 

A 3x+4y= 12 egyenes  az A’(4;0) és B’(0;3) pontokban metszi a tengelyeket. Ez T’=6 egység területű háromszöget vág le. Ha négyszer ekkora: T=24  területű háromszöget akarunk, akkor az előzőt az origóból kétszeresére kell nagyítani, így az  A(8;0), B(0;6) pontokat kapjuk.   8 p.
Második megoldás a szögfelező egyenletére: 

Az 
[image: image30.wmf]AB
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-vel párhuzamos egységvektor:  (-0,8; 0,6), 
az 
[image: image31.wmf]AC
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-vel párhuzamos egységvektor: (-1; 0). 

Ezek összege lesz a szögfelező irányvektora v(-1,8; 0,6) ( (-3;1). ⇒ fα : x +3y = 8.             4 p. 
18 pont

Megjegyzés:

Ha egy háromszögben a szokásos jelölésekkel fennáll a β = 2α feltétel, akkor b2 = a2+ac is teljesül.

1. bizonyítás: 
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Húzzuk be a BD szögfelezőt!

Szögfelező tétel szerint 
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BCD ∆ ~ ABC ∆,  mert megegyeznek két szögben: α, 2α. 

Így a megfelelő oldalak aránya is egyenlő: 

CD:CB=CB:CA
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⇒ b2= a2+ac.

2. bizonyítás. 


b2= a2+ac   /: a2
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Mivel sin22α= 4sin2α · cos2α  és 
sin3α=sin(2α+α)=sin2α ·cosα +cos2α ·sinα = sinα(2 cos2α + 2cos2α-1) = sinα (4cos2α-1), 

ezért mindkét oldal 4 · cos2α –val egyenlő.  

Így a 6. feladatban a  c oldal  a szögek nélkül is számolható: 
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