Numerikus modszerek

Készitette: Farkas Bordka

A legtdébb ember fejében meg sem fordul, hogy vannak a matematika vildgaban olyan
problémak, amelyek megoldasa soran csak kozelit, nem pontos értékek szolgalnak
végeredményil. Ezek megoldasadhoz sziikség van agynevezett numerikus mddszerekre,
amelyek az alkalmazott matematika alapjat jelentik. Leggyakrabban folyamatok
modellezésekor alkalmazzak, nagy szerepet jatszik a kdolajkutatdsban, kiilonbozd targyak
formatervezéseben és technikai eszkdzok (pl. GPS) gyartasa esetén.

Ha adottak x; < x, < x5 <+ < x,_1 < Xy, Valamint f, f5, ..., f, valos szdmok (n € N),
akkor interpolacios polinomok segitségével meghatarozhatd egy olyan p(x) n — 1-ed fokd
polinom, amelyre teljestl, hogy minden 1 <i < negeszre p(x;) = f;. Ennek
meghatarozésahoz tobbféle modszer alkalmazhato.

A Lagrange interpolacio esetén feltételezzik, hogy a megadott kezdépontok egymastol
kiilonbozdek, valamint hogy a fiiggvény egy értéket csak egyszer vehet fel. A megadott
pontok egy linearis egyenletrendszert hataroznak meg a keresett egyutthatokra vonatkozoan.

Erre az interpoléciora igaz, hogy a polinomokat p, (x) = -, f(x;)L;(x) alakban adja meg,
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ahOI Li(X) = Hj’l:l'jiixlTXj.
A Newton-maodszer Iényege, hogy keresiink a gydkhoz egy elég kozel allé pontot, amelynek
fliggvényértéke nagy valoszinliséggel a keresett pontbol a fliggvényhez hizott érintd egyik
pontja. A mddszerhez szlkseges feltételezni, hogy a fuggveny derivalhato. A fuggvény
derivaltjarol viszont kdzismert, hogy egy adott pontban a pontba huzott érintdvel azonos. Ez
alapjan:
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Az eljarast minél tébbszér megismételve egyre pontosabb értéket kapunk.

Ezen kivil létezik a Hermite interpoléacio, amely az adott fliggvényértékeken kivil legalabb
egy derivalt értéket is felhaszndl, valamint a Spline interpolacid, amely szakaszonként
vizsgélja a megadott értékeket. Igy elképzelhetd, hogy a kiilonbz6 médszereket felhasznalva
kiilonb6z0 interpolacios polinomok jonnek létre.

Példaul nevezetes szogek szdgfuggvényei segitségével becslést adhatunk sin(1)értékére.
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Hatarozzuk meg az L;(x) polinomokat a Lagrange-interpolacié alapjan:
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irjuk fel az interpolalé polinomot:
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Ha ezt a polinomot a 4w + 1 helyettesitési értéken vizsgaljuk, nem kapunk valos eredményt.
Ez azért lehetséges, mert az f(x) = sin(x) fuggvény 2m-nként periodikus, a harmadfoku
polinom azonban nem. Ezért érdemes a legkisebb és legnagyobb adott érték Aaltal
meghatarozott intervallumot Ugy megvalasztani, hogy a vizsgalt erték eleme legyen az
intervallumnak.

90 — 544/3 363 — 63 11 — 4,5V3

gar+1) = 1)3 > 4r+1)°2+——Unr+1)
T T

= —282.529

Interpolacios polinomokat a meteoroldgidban is hasznalnak, példaul igy josoljak meg meérések
alapjan a varhato hémérsékletet egy adott idépontban, példaul délutan 2 rakor.
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Hatarozzuk meg az L;(x) polinomokat Lagrange-madszerrel:
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irjuk fel az interpolalé polinomot:

h(x) =5L;(x) + 13L,(x) + 15L5(x) + 10L,(x) =

_ 5 5,5 ,. 65 o138 13, 247 5 . 35,
~ T 129 24* ~18% 432% T9 X T ” 144% T22%
2 60+ a2 a2 20 g
2~ 648 ~18F T18"
1 1 91

a3 T a2y T
1296° ~18* T36* 8

2744 196+1274
1296 18 36

h(14) = —8=14,38°C

A fentebb emlitetteken kiviill mas gyokkeresé algoritmusokat is
hasznalhatunk, példaul a szeldmoédszert. Elonye, hogy szédmszeriien
kozeliti meg a fliggvenyt, nem pedig a derivalt segitségével. Lényege,
hogy adottak x,, és x,_, kezdeti pontok, és hozzajuk tartoz6 f(x,) és

f(x,—,) flggvényértékek. Fontos, hogy a kezdeti pontok minél
kozelebb legyenek a keresett gyokhoz. Ezek alapjan abrézoljuk az
A(xn; f (xn)) es  B(xp_1; f(x,-1))  pontokat  derékszogli =
koordinatarendszerben. Az A és B pontot Gsszekotd egyenes jelenti a
szel6t, amely az x-tengelyt metszve (y = 0) meghatérozza a keresett
gyokot (x,41). Az egyenes egyenletét felirva:
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Ezt atalakitva:
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Ezzel a modszerrel megbecsiilhetd a V2 értéke. Az f(x) = x? — 2 fliggvénynek a V2 gyoke,
ezért ezt érdemes alkalmazni. Legyen:
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A cos(x) =x egyenlet gyoke is meghatarozhatd :
szel6maodszerrel. LT

|cos (x)| < 1, ezért elég a fuggvényt a [—1; 1] intervallumon // : \\
vizsgalni. Ha x € [—1;0[ , akkor x értéke negativ, a felvett i A L
érték pozitiv, igy ezen az intervallumon nem lesz megoldas. A i '

[0;1] intervallumon a fliggvényt az y = x egyenes egy

.y , 2. Cosinus-fiiggvény
helyen metszi, igy az egyenletnek egy megoldasa van.

Mivel cos(x) = x, ezért a g(x) = cos(x) — x fliggvénynek az x gyoke.
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Remélem, hogy a fentebb emlitett informéacidk és példak megmutattak, hogy az alkalmazott
matematika, és a numerikus modszerek egy olyan tudomaényterilet, amelynek szamos
gyakorlati alkalmazésa van, és érdemes vele foglalkozni.
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